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1. 序

[CF, Example 6.6.12]

◃ D ⊂ Rd : 領域

H1(D) =

{
u ∈ L2(D) |

∂u

∂xi
∈ L2(D), 1 ≤ i ≤ d

}
D(u, u) =

∫
D

|∇u|2 dx

◦ d 次元ブラウン運動 ⇐⇒ (E,F) =
(
1
2D,H

1(Rd)
)



◃ D ⊂ Rd : 有界 Lipschitz 領域

◦ D 上の吸収壁ブラウン運動 ⇐⇒ (E,F) =
(
1
2D,H

1
0(D)

)
ただし

H1
0(D) := C∞

0 (D) の
√

E(·, ·) + ∥ · ∥2
L2(D)

閉包

◦ D 上の反射壁ブラウン運動 ⇐⇒ (E,F) =
(
1
2D,H

1(D)
)

注意. (i)
(
1
2D,H

1
0(D)

)
は L2(D) 上の正則 Dirichlet 形式.

(ii)
(
1
2D,H

1(D)
)
は L2(D) 上の正則 Dirichlet 形式.



2. Silverstein 拡張

◃ E : 局所コンパクト可分距離空間

◃ m : E 全体に台を持つ正値 Radon 測度

◃ (E,F) : L2(E;m) 上の正則 Dirichlet 形式

（正則とは限らない）Dirichlet 形式 (Ẽ, F̃) が (E,F) の拡張

⇐⇒
定義

F ⊂ F̃ かつ Ẽ(u, u) = E(u, u), ∀u ∈ F .

◃ A(E,F) : (E,F) の拡張全体の集合



Silverstein 拡張 [Silverstein (1974)]� �

AS(E,F)

:=
{
(Ẽ, F̃) ∈ A(E,F) | u · v ∈ Fb, ∀u ∈ Fb, ∀v ∈ F̃b

}
� �

Silverstein 拡張の確率論的な意味 ([FOT, Appendix])

◃ M : (E,F) から生成される E 上の対称マルコフ過程

◃ M̃ : (Ẽ, F̃) から生成される Ẽ ( ⊃
稠密

E) 上の対称マルコフ過程

=⇒ M は M̃ の E 上の部分過程



問題. いつ ♯AS(E,F) = 1 が成立するか?

注意. [Kuwae (2002)]

(E,F) が保存的 =⇒ ♯AS(E,F) = 1.



3. 内在的距離と Silverstein 拡張の一意性

Beurling-Deny 分解.

E(u, u) = E(c)(u, u) +
1

2

∫∫
E×E\d

(u(x) − u(y))2J(dx dy)

+

∫
E
u(x)2κ(dx), u ∈ F ∩ C0(E)

• E(c) : 強局所型 2 次形式（拡散項）

• J : E × E \ d 上の対称な正値 Radon 測度（飛躍項）

• κ : E 上の正値 Radon 測度（内部消滅項）



エネルギー測度.

∀u ∈ Fb, ∃µc⟨u⟩ : E 上の正値 Radon 測度 s.t.

E(c)(u, u) =
1

2
µc⟨u⟩(E)

Floc :=

{
u : E → R | ∀rel. cpt. open G ⊂ E,

∃uG ∈ F s.t. u = uG m-a.e. on G

}
注意. 各 u ∈ Floc に対して µc⟨u⟩ は well-defined に定まる.



各 u ∈ Floc に対して

µ
j
⟨u⟩(B) :=

1

2

∫∫
B×E\d

(u(x) − u(y))2J(dx dy)

µκ⟨u⟩(B) :=
1

2

∫
B
u(x)2 κ(dx)

内在的距離 [Biroli-Mosco (1991), Sturm (1995)].� �
◦ (E,F) : 強局所型 Dirichlet 形式

ρ(x, y)

:= sup{u(x) − u(y) | u ∈ Floc ∩ C(E), µc⟨u⟩ ≤ m}
� �



注意. ρ は一般には擬距離である.

仮定. (i) ρ は E 上の距離であり, その生成する位相は元の位

相と一致する.

(ii) (E, ρ) は完備距離空間.

注意 (Sturm [1994]).仮定の下, 次が成立する:

◃ ρp(x) := ρ(p, x)

• ∀p ∈ E, ∀r > 0,
{
x ∈ E | ρp(x) < r

}
: rel. cpt.

• ρp(x) ∈ Floc ∩ C(E), µc⟨ρp⟩ ≤ m



定理 [Kawabata-Takeda (1996)].� �
仮定の下では

♯AS(E,F) = 1.� �

注意. 爆発が起こる場合でも仮定は成立し得る.

例 [Kawabata-Takeda (1996)]. 以下の (E,F) は定理の仮定

を満たす. すなわち ♯AS(E,F) = 1.



• E = Rd, m(dx) = dx : Lebesgue measure

• {aij(x)}1≤i,j≤d : 局所一様楕円型かつ

d∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ k(1 + |x|)2 log(2 + |x|)2|ξ|2, ξ ∈ Rd

E(u, v) =
d∑

i,j=1

∫
Rd
aij(x)

∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx

F = C∞
0 (Rd) の

√
E(·, ·) + ∥ · ∥2

L2(Rd) 閉包



一般の正則 Dirichlet 形式に対する内在的距離.

定義 [Frank-Lenz-Wingert (2010)].

E 上の擬距離 ρ が正則 Dirichlet 形式 (E,F) の内在的距離

⇐⇒
定義

∃mc, ∃mj : E 上の正値 Radon 測度 with mc+mj ≤ m s.t.

各 A ⊂ E と T > 0 について,

ρA(x) := inf
y∈A

ρ(x, y)

が以下の 3 条件を満たす.



(i) ρA ∧ T ∈ F†
loc ∩ C(E),

(ii) µc⟨ρA∧T ⟩
≤ mc,

(iii) µ
j
⟨ρA∧T ⟩

≤ mj.

F†
loc := {u ∈ Floc | µj⟨u⟩ は Radon 測度 }.



仮定. 次の条件を満たす内在的距離が存在する:

• ∀p ∈ E, ∀r > 0, {x ∈ E | ρp(x) < r} : rel. cpt.

定理 [Kuwae-S].� �
仮定の下では

♯AS(E,F) = 1.� �

注意. 定理の証明は, [Kuwae (2002), Theorem 6.1] を正則

Dirichlet 形式に制限した場合の別証明になる.



4. 証明の概略.

(active) 反射 Dirichlet 空間.

[Silverstein (1974), Z.-Q. Chen (1992)]

Fref :=

{
u ∈ L2(E;m) | u(n) ∈ Floc, ∀n ≥ 1,

sup
n≥1

µ
c+j+κ

⟨u(n)⟩
(E) < ∞

}
Eref(u, u) := lim

n→∞
1

2
µ
c+j+2κ

⟨u(n)⟩
(E)

ただし

u(n) := (−n) ∨ u ∧ n



注意. [Kawabata-Takeda (1996), Kuwae (2002)]

• (Eref ,Fref) ∈ AS(E,F)

• ∀(Ẽ, F̃) ∈ AS(E,F),

F̃ ⊂ Fref and Eref(u, u) = Ẽ(u, u), ∀u ∈ F̃ .



証明の概略.

◦ 示すこと: Fref = F (F ⊂ Fref は明らか)

任意の Fref
b の元が Fb の元で近似できることを示せば十分.

◃ p ∈ E : fixed

◃ ρp(x) := ρ(p, x)

◃ φn(x) := 0 ∨ (n+ 1 − x) ∧ 1, n = 1, 2, 3, . . .

仮定と [FLW, Proposition 4.6] より

φn(ρp(x)) ∈ F ∩ C0(E)



Fb · Fref
b ⊂ Fb より, u ∈ Fref

b に対して

un := u · φn(ρp) ∈ Fb and lim
n→∞

∥un − u∥L2 = 0

E(un − um, un − um)

≤
∫
E
u(x)2µ

c+j
⟨φn(ρp)−φm(ρp)⟩(dx)

+

∫
E
(φn(ρp(x)) − φm(ρp(x)))

2µ
c+j+κ
⟨u⟩ (dx)

=: (I) + (II)



(I) =

∫
E
u(x)2µ

c+j
⟨φn(ρp)−φm(ρp)⟩(dx)

≤
∫
E
u(x)2µ

c+j
⟨ρp⟩(dx) ≤

∫
E
u(x)2m(dx) < ∞

(II) =

∫
E
(φn(ρp(x)) − φm(ρp(x)))

2µ
c+j+κ
⟨u⟩ (dx)

≤ µ
c+j+κ
⟨u⟩ (E) < ∞ (∵ u ∈ Fref

b )

よって, 有界収束定理より

lim
m,n→∞

(I) = lim
m,n→∞

(II) = 0.

従って u ∈ Fb.



5. 例.

◃ 0 < α < 2, m > 0 : fixed

E(u, u) =

∫∫
Rd×Rd\d

(u(x) − u(y))2g(x, y)J(x, y) dxdy

D(E) =
{
u ∈ L2(Rd) | E(u, u) < ∞

}
J(x, y) := c(d, α)

Ψ(m1/α|x− y|)
|x− y|d+α

g ≡ 1 のとき, E の生成作用素は

H = m− (m2/α − ∆)α/2



[Z.-Q. Chen, R. Song (2003)] ∃c1, c2, c3 > 0 s.t.

J(x, y) ≤


c1

|x− y|d+α
if |x− y| < 1

c2e
−c3|x−y| if |x− y| ≥ 1.

以下は, 定理より ♯AS(E,F) = 1 が従う例である.



(1) 非有界係数を持つ場合.

◃ g : Rd × Rd \ d 上の正値関数: ∃c1, c2 > 0 s.t.

c1 ≤ g(x, y)

≤ c2{(e+ |x|)2 log(e+ |x|)2 + (e+ |y|)2 log(e+ |y|)2}

F := C
lip
0 (Rd) の

√
E(·, ·) + ∥ · ∥2

L2(Rd) 閉包

=⇒ (E,F) は L2(Rd) 上の正則 Dirichlet 形式



◃ ψ(x) :=

∫ |x|

0

ds

(e+ s) log(e+ s)
(= log log(e+ |x|))

(E,F) の内在的距離として

ρ(x, y) :=
1

√
M

|ψ(x) − ψ(y)|.

M := sup
x∈Rd

∫
y ̸=x

(ψ(x) − ψ(y))2g(x, y)J(x, y) dy < ∞.



注意. (i) ([Schilling-Uemura (2011)])

(E,D(E)) は (E,F) の Silverstein 拡張. 従って

D(E) = F .

(ii) (E,F) の保存性は不明.



(2) 時間変更 Dirichlet 形式.

◃ h(x) ≍
1

(e+ |x|)2 log(e+ |x|)2

◦ g ≡ 1, µ(dx) = h(x) dx

◃ (Ě,D(Ě)) : (E,D(E)) の µ による時間変更 Dirichlet 形式

=⇒ Ȟ :=
1

h(x)
H : (Ě,D(Ě)) の生成作用素

(Ě,D(Ě)) の内在的距離として (1) と同じものをとる.

注意. (Ě,D(Ě)) は爆発する ([S-Uemura (2011)]).


