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補遺 
 
A1. 汎関数微分(Functional Differentiation) 
(1)汎関数 
 汎関数とは関数空間 D から数空間 R への写像
を表す。 
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以下取り扱う汎関数は次の形をもつ。 
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ここで F (f (r);r)を母関数とよぶ。 
注意：F (f (r))はただの関数で、その値を決めるの

は１つの r の値。はある領域の r によって決定

される。 

 
 一方はある領域の r によって決定される。 
 

 
 
 
(2)汎関数微分 
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この定義は汎関数が(A1.1)式で表されるとき、次

の定義と同等である 
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と定義する。このとき 
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と表せる。 
 
(例) 
線形の汎関数[u(x)] 
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(3)Special Case 
関数を用いると f(r)を f(r)の汎関数で表現できる。

すなわち 
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ここで母関数は(x-x)f(x)となる。 
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(4)演算規則 
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ただし、ｃは f(r)の汎関数ではない。 
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ただし、１と２の積分領域は等しくなければなら

ない。 
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⑤=P(1);は汎関数１の関数 

このとき
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⑥g(r)=g(f(r)); g(r)は関数 f(r)の関数 

このとき
f

g

gf 





)()( rr 





            (A1.12) 

⑦Chain Rule 
；f(r)の汎関数 f(r); g(r)の汎関数 
すなわち 
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特に 
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(5)n 回汎関数微分 
次のような汎関数を考える。 
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①一回汎関数微分 
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ここで( )内は座標の入れ替えを表す。 
②二回汎関数微分 
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(A1.16) 
(6)汎関数テーラー展開 

    nn ddffF rrrr 11 ),(,),(  

において母関数 F を f0(r)のまわりでテーラー展開

する。 
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平衡状態 

010    nddF rr  

線形の応答 
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非線形の応答 
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以下同様。よって次の汎関数テーラー展開が得ら

れる。 
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(7)二変数関数の汎関数 

rrrr

rr





 ddfF

f

)),((

)],([
 



 A3

 



 rrrr ddf
f

F
),(  

ここで f(r,r)=f(r,r)とすれば、 

),(),( rrrr 






f

F

f


         (A1.18) 

f(r,r)f(r,r)ならば 
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A2. グラフ 
(1)関数とグラフ 
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の白丸をつなぐボンドからなるグラフ 
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③積分が行われるものについては黒丸●であら

わす。 
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注：黒丸の numbering は意味がない。 
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ひとつ｝けて得られるグラフの

を黒丸に任意につ

和｝なるあらゆるグラフの

れる位相的に異振り分けたときに得ら

を黒丸に任意に
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S はグラフの対称数：座標のあいだの置換を行っ

たときに同じグラフを与えるような置換の数。 

(a) 
(b) 

 
⑤グラフの積 
i(

１
○ｒ ,

2ｒ○ ,･･･,
nｒ○ ;任意の数の●、―からなる

グラフ) 
j(

１
○ｒ ,

2ｒ○ ,･･･,
mｒ○ ;任意の数の●、―からなる

グラフ) 
iとjの○のうちの共通の座標を持った○を重ね

て書いて得られるグラフをkとすると 

jik  （一般的に jiji  ） 

e.g. 
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(2)グラフの用語 
①simple diagram 
 任意の二つの丸をつなぐbondの数はどれも1本

か 0 本である。 
 
 
 
  Simple       non-simple 
 
②connected diagram 
 少なくとも 2 つ以上の丸があって、どの丸から

も任意の 1 つの丸につながる道がある。 

 
③independent path 
 二つの path が独立ということは、途中に共通の

丸を持たないものをさす。 
 

 Dependent independent 
 
④at least doubly connected diagram 
 任意の二つの丸の間に必ず二つ以上の独立な

path が存在する。 
 
⑤articulation circle(a.c.) 
 connected diagram で、その丸を取り除くとグ

ラフが 2 つ以上に分離し、しかもそのうち少なく

ともひとつは○を含まないものになる。 
 
 
 
 
 
 

⑥articulation pair of circles(a.p.) 
 connected diagram で、その丸の対を取り除く

と(さらにその対をつなぐボンドがあればそれも

取り除くと)、グラフが 2 つ以上に分離し、しかも

そのうち少なくともひとつは○を含まないもの

になる。 
 
 
 
 
 

⑦s-circle 
 二つの○を含む結合したグラフにおいて、それ

を取り除くとグラフが二つ以上に分離し、二つの

○が別々の部分に含まれるようになる●か○ 
 
 
 
 
 
 

(3)いくつかの補助定理(lemma) 
①Lemma 1 

を ●1a , ●2a ,･･･, ●ma
とそれらをつなぐボン

ドからなるグラフとする。 
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②Lemma 2 

を●とそれらをつなぐボンド
A

― , 
A

―等からな

るグラフとする。 

a.c. 

a.p. a.p. 

s.c.
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③Lemma 3 
 集合 N={i(i=1,2,...} 
iは位相的に異なる結合したグラフでひとつの○

をもつ。○の関数は１。iの要素は互いに素であ

る。つまりどのiも N の属する他のグラフの積で

は表現できない。 
 
集合 M={N に属する全てのグラフおよび全ての

グラフの任意の回数の積} 
 
このとき 
｛M に属する全てのグラフの和｝ 
  ＝exp{N に属する全てのグラフの和}－1 
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④Lemma 4 
集合 N={ ｒ○ , r○ を白丸として含む結合したグ

ラフで、a.c.をもたず、かつ ｒ○ と r○ の間のボン

ドをもたず、この二つの白丸が a.p.でないものの

集合} 
 
集合 M={N に属するグラフおよびその任意のグ

ラフの積の集合} 
 
このとき 
｛M に属する全てのグラフの和｝＝exp{N に属す

る全てのグラフの和}－1 
 
e.g. 
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⑤Lemma 5 

 集合 M={ ｒ○a
をひとつ含む位相的にことなる

結合したグラフの集合} 
b(r)={M に属する全てのグラフの和} 
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あるグラフ（●の関数は１）を考え、 
 
集合 N={の●に集合 M の○を重なるようにして

ひっつけてできる位相的に異なる全てのグラフ

の集合} 
 
このとき N に属するどのグラフも、そこから M
に属するグラフを取り除くことによって唯一通

りになるとすれば 
{N に属する全てのグラフの和} 

  ＝｛の●を全て ●b にしたグラフ｝ 
 
(例) 

},{ ●●――○●―○ aaaM rr  

●●――○●―○ aaab rrr )(  
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
(6)Lemma 6 
 
集合 M={ ｒ○ , r○ を白丸として含む位相的にこ

となる結合したグラフの集合} 

A(r,r)={M に属する全てのグラフの和} 
 
あるグラフ｛―(関数は１)を含む｝を考え 
集合N={の●―●に集合Mの ｒ○ , r○ を重なる

ようにしてひっつけてできる位相的に異なる全

てのグラフの集合} 
 
このとき N に属するどのグラフも、そこから M
に属するグラフを取り除くことによって唯一通

りになるとすれば 
 
{N に属する全てのグラフの和} 

 ＝｛の
1

―を全て
A

―にしたグラフ｝ 
 
(例) 

},,{ rrrrrr  ○―●―●―○○―●―○○―○
CCCCCC

M
 

rrrrrrrr   ○―●―●―○○―●―○○―○
CCCCCC

A ),(

 
 
 
 
 
{Ｎの和}＝ 
 

 
 
A3．フーリエ変換など 
(1)フーリエ変換の定義 
 ある関数 f (x)のフーリエ級数展開を考えよう。

すなわち 

















a

a

ain
n

n

n

ain
n

dxxfec

ec
a

xf

)(

2

1
)(

/

/





 

このとき、固有値は

2
2 








a

n
kn


である。隣り合

う knの差は aを大きくすればいくらでも小さくな

る。いまこの極限ではあたかも連続のように考え

て 

a
kkdk nn


 1  

{N の和} 
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と書くことにする。/a→0 の極限を考えると 

  )(kdkff
a n


 

となる。したがって 















a

a
a

K

K
K

dxikxxfkc

dkikxkcxf

)exp()(lim)(

)exp()(lim
2

1
)(


 

つまり 














a

a

K

K
aK

xfxikxd

ikxdkxf

)()exp(

)exp(limlim
2

1
)(


 

よってフーリエ変換を次式で定義すると 






 dxikxxfkf )exp()()(
~

 

その逆変換は 






 dkikxkfxf )exp()(
~

2

1
)(


 

で与えられる。 
 
(2)デルタ関数とフーリエ変換。 
フーリエ変換の定義により 

})(exp{)(
2

1
)(  









 xxikxfxddkxf


 

積分の順序を入れ替えて 

})(exp{)(
2

1
)(  









 xxikdkxfxdxf


 

一方でデルタ関数を用いると 






 )()()( xxxfxdxf   

ゆえに 











 dxxedxex ikxikx )(1
2

1
)( 


  

 
(3)畳み込み積分とフーリエ変換 
たとえばデルタ関数的な入力に対する出力 h(t)が
わかっているような場合、一般の入力 






  dtftf )()()(  

に対する出力は 

)(*)()( thfdthf 




  

であらわされる。このような形の積分を畳み込み

と呼ぶ。f*h(t)g(t)のフーリエ変換は 

)(
~

)(
~

)()()(

)()()(~

)(

khkf

tdethdef

dtedthfkg

tikik

ikt









 























  

と積の形で表現でき、計算が非常に簡単になる。 
 
(4)３次元空間でのフーリエ変換 
全相関関数 h(r)のような３次元空間で等方的な関

数のフーリエ変換を考えるときは、便宜上 k の方

向を極座標系での z 軸方向にとる。このとき 





 

 























0

0
2

0

2

0

1

1

2

0 0

2

)()(4

sin
)(4

)()exp(2

sin)()cosexp(2

)()exp()(
~

drkrjrhr

dr
kr

kr
rhr

dxdrrhikrxr

drdrhikrr

rhidkh










rkr

 

ただし
z

z
zj

sin
)(0   

 
(5)主値積分について 
 次のような関数を考える。 

2222

1




 


 x
i

x

x

ix
  

 

-→0 で
xx

x 1
22



で近似。ｘ＝0 のごく近傍

で急激な変化をする関数となる。 
したがって x=0 の近くで緩やかに変化する関数ｆ

(ｘ)に対して 

- 

 

22 x

x 22 

x
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



































dx
x

x
xfdx

x
xfdx

x
xf

dx
x

x
xf

22

22

)(
1

)(
1

)(

)(

 

最後の項は 

0)0(
22








 
dx

x

x
f  

と近似できる。したがって 
























x
Pdx

x
xfdx

x
xf

dx
x

x
xf

11
)(

1
)(

)(lim

0

0

220








 

 

一方で x =  tanとおくと 






































2/

2/

2/

2/
2222 )tan1(

d

d
d

dx
dx

x
 

したがって 

)(lim
220

x
x










 

 
A4．静電気学の復習 
単位系：CGS。SI にするには/0;q

2q2/40 
 
 charge q1から q2に作用する力 F2 

)(

ˆ

2

2
21

2

rE

rF

q
r

qq




 

r

r
r ˆ  12 rrr   

(A4.1) 

rrE ˆ)(
2
1

r

q
                            (A4.2) 

この式より次の関係式を導くことができる。

（Maxwell の方程式） 
4 E                           (A4.3) 

0 E                             (A4.4) 

ここで )()( 1 rr  q  

(証明) 
(A3.2)は次のように書き換えられる。 









r

q1)(rE  

一般に 

)(4
12 r







r
 

が成り立つので(A3.3)式が成立する。一般に、任

意の関数について 0  。つまり E(r)は回

転を持たないのでスカラーポテンシャル(r)を用

いて 
)()( rrE                         (A4.5) 

と書ける。今の場合は明らかに 

r

q1)( r                             (A4.6) 

(A3.3)と(A3.5)から Poisson 方程式 

)(42 r                        (A4.7) 

が得られる。 
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